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Dato un sistema materiale costituito da un'asta omogenea AC, di massa
M e lunghezza 6 R, vincolata a restare in un piano orizzontale II, mentre il suo
punto medio G ¢ vincolato a scorrere su una circonferenza -y, fissa in I, di raggio
R e centro 0. Sull’estremo ¢ dell’asta agisce una forza

{Fi=q@®+CaB), c}

. [ ]
essendo la costante g > 0, E e B due vettori costanti \il primo parallelo a II ed
it secondo ortogonale a 11, entrambi non nulli.
Consideriamo 1l riferimento riportato in figura, essendo gli assi © ed y apparte-
nenti al piano II, I'asse z ortogonale a I, e Vorigine O coincidente con il centro
della circonferenza v in modo tale che i vettori Fi ¢ B siano diretti rispetiiva-
mente hingo i semiassi positivi di e 2, essendo E = {£,0,0}, B = {0,0, B}
(con F >0 e B >0).
Sull’asta agisce inoltre 1a forza elastica

(¥, = —k(G—-G), G}

con k > 0 e G la proiezione di G sull'asse delle y. Supponendo tutti vincoli lisc
si chiede di determinare

1. le configurazioni di equilibrio dall’asta.
2. le equazioni di moto, e gli eventuali integrali primi.

3. i moti in prima approssimazione attorno alle configurazioni di equilibrio,
commentando la stabilith o instabiliti delle suddette configurazioni in

questa approssimazione, a VA MY VALL CAGNTEYNS QB o
wR

4. assumendo k = 0, esaminare se sono possibili moti in eui O e allineato con

V’asta. \f .
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* Appello del 29.04.2016

N

In un piano verticale II & posto un sistema materiale & costituito da due
punti P e P di ugnale massa m, vincolati a muoversi rispettivamente su due
circonferenze ¢y e Oy di uguale raggio R, con i centri O ed Oy posti a distanza
4R, 8ui due punti Py e Ps agiscono le forze

{Fy= k(P - P), P}, {Fa=—k(Py—F), P}

dove k > 0. I piano IT é posto in rotazione uniforme, con velocitd angolare w,
attorno alla retéa r di II perpendicolare, al segmento O;0,, nel punto medio
tra Oy ed Oy, Tutti i vincoli sono realizzati senza attrito. Si chiede di:

1. Verificare che sono configurazioni di equilibrio per il sistema le 4 configura-
zioni per le quali P ¢ P; sono allineati con Oy ed O+ e studiare la stabilita
della configurazione Sy in cul i punti P, ¢ 7 hanno distanza minima.

9. Determinare le condizioni sui parametri w e k affinché siano configurazioni
di equilibrio quelle per cui i vettori Py — Oy e Py — O siano ortogonali ad
01— 0y

Nelle condizioni di cui al punto 2.
s Scrivere le equazioni di moto del sistema e gli eventuali integrali primi.

« Studiare le equazioni in prima approssimazione attorno alla configurazione
di equilibrio 5%.

e Verificare se esistono moti per i quali i vettori P, — O3 e Fy — Oy sl
mantengono paralleli, ed in tali condizioni dire di che moto si tratta.
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Prova in itinere per il corso di Fisica Matematica
Appello del 20.04.2016

In un pianc verticale I1 sono poste due guide rettilinee ortogonali fisse s; ed
s3, formanti un angolo di w/4 con la verticale r passante per il punto comune o.
Un sistema materiale S costituito da due dischi omogenei 4 e g, aventt ri--
spettivamente centri (1 e Gy raggi r1 e ro con 71 < r2 ed uguale massa M,
é vinecolato senza attrito a stare su I, inoltre ;5 e 2 sono vincolati a rotolare
senza strisciare rispettivamente su s; ed s,
Sapendo che sul sistema oltre alla forza peso agiscono le forze

{F = ~k(Gy — G3), Gi}, {Fa=—k(G2-Gi), G}

dove k > 0 e che il piano 11 & posto in rotazione uniforme (con velocitd angolare
Q) attorno ad r, si chiede di determinare al variare del parametro &:

1. le eventuali configurazioni di equilibrio e discuterne la stabilifa.
2. scrivere le equazioni di moto, e gli eventuali integrali primi.
3. studiare il moto del sistema al variare di k;

4. determinare sotto quali condizioni sui parametri, e con quali condizioni
iniziali, si possono avere moti in cui -y sta in quiete.
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Appello del 04.03.2016

Su nu piano verticale II liscio é vincolato a stare, durante tutto il suo moto,

un sistema materiale § costituito da un disco omogeneo I' di massa m, centro
P e raggio r e da una circonferenza omogenea 7 di massa m, centro ' e raggio
d-= 7 + R, avente due punti M ed N, diametralmente opposti, vincolati a
muoverst su una verticale s di T1, )
Introdotto un sistema di riferimento ortogonale {O,#, ¥} con 'asse = verticale
discendents coincidente con la retta s in modo che diametro M N di «y scorre
senza attrito sull’asse delle &, mentre I rotola internamente su -y, senza strisciare.
Sul sistema, oltre alle forze peso agisce I'ulteriore forza

mg
{F=—O’T(P—'O), P}
essendo O un punto fisso di s coincidente con 'origine del nostro riferimento,

ed o un numeroc reale positivo con o # 1.
51 chiede di:

1. Determinare le configurazioni di equilibrio del sistema, e studiarne, ove
possibile, la stabilitd al variare del parametro .

2. Determinare le equazioni di moto di .5 e gli eventuali integrali primi.

3. Studiare i moti linearizzati attorno alla configurazione di equilibrio in cui
P sta su s al di sotto di C.
=S
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Appello del 12.02.2016

Sia data una guida circolare v di centro O e raggio R posta in un piano
verticale II dove & stato introdotto un sistema di riferimento cartesiano ortogo-
nale {OQ,z,y} con Passe delle y verticale discendente. Un sistema materiale S
é costituito da due punti P ¢ Q aventi la stessa massa m, vincolati a muoversi
senza attrito su v, ed & soggetto, oltre alla forza peso, alle due forze di mutua
repulsione '

{F,P} e {-FQ} con F:4ang%Q£i)2

essendo ¢ una costante reale positiva,
i sistema.ha ovviamente due gradi di libertd, scelte allora come coordinate

Lagrangiane gli angoli ¥ che (P — Q) forma con l’asse delle y e ¥ che (@ — O)
forma con (P — O) ambedue misurati in modo che le rotazioni di P per ¥
crescente, e, per fissato P, quella di Q per ¥ crescente sianc entrambe in senso
antioraric. ‘

1. Dimostrare che la sollecitazione agente su S é conservativa e che per la
coppia {¥,1} delle due variabili lagrangiane 0 <4 <27 e 0 <9 <2

2. Determinare le configurazioni di equilibrio del sistema S, studiando la
stabilitd delle suddette configuraziond.

3. Determinare le equazioni di moto e gli eventuali integrali primi.

4. Studiare i moti linearizzati, determinando la frequenza dei -piccoli mo#i,
attorno ad una configurazione di equilibrio stabile.
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Appello d‘el 11.02.2016

Sia dato un sistema materiale 3, posto in un piano verticale II, costituito da
una lamina quadrata OABC, omogenea ¢ pesante, di massa m diagonale 2L e
baricentro , e da un punto materiale P avente anch’esso massa m, vincolato a
scorrere senza attrito lungo la diagonale OB della lamina. La lamina guadrata
pué ruotare attorno al suo vertice O fisso nel piano verticale I1. Oltre alle forze
peso agiscono, sul punto materiale P e sul baricentro G della lamina quadrata,
le seguenti forze elastiche

{Flz—k(s—L) ilf:—:%l), P}, {R=-k(G-6), G},

essendo s la distanza del punto P dal vertice O lungo la diagonale OF della
lamina, la costante elastica k = 2—’}?, e G la proiezione del baricentro GG della
lamina, sulla verticale passante per O. Supposti i vincoli lisci, e scegliendo come

{#, s} le coordinate lagrangiane (si veda la figura), si chiede di determinare:

1. Le configurazioni di equilibrio del sistema 8, indagando la stabilitd delle
suddette configurazioni.

2. Le equazioni di moto ¢ gli eventuali integrali primi.

3. 1 moti, in prima approssimazione, attorno alla configurazione di equilibrio
in cui il sistema occupa la posizione corrispondente al pid piccolo valore
di ¥ consentito.
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Compito di Meccanica Analitica
Appello del 14.12.2015

Un sistema materiale mobile 3, posto in un piano verticale, € costituito da
due aste omogenee AB e (D, aventi la stessa massa m e la stessa lunghezza
21. Introdotto un sisterna di riferimento cartesiano ortogonale {O,1,j} (come
in figura), estremo A di AB é vincolato a muoversi su una guida verticale -di
equazione ¢ = —d, l'estremo € di CD é vincolato a muoversi su una guida
verticale di equazione z = d (essendo 2d la distanza tra le due guide), mentre
i secondi estremni B e D sono vincolati a muoversi su una guida sovrapposta
all’asse delle X. Supponendo che tutti i vincoli siano realizzati senza attrito e
che sul sistema 3, oltre alla forza peso, agiscano le forze

{_'Y(Gl - O?v): Ol} e {_7(02 - Cl)a G?.}a
¢ le due forze costanti
{HQ"fd i, 01} e {2")’d i, Cg} )

essendo <y una costante positiva tale che ?—,ﬁ > 1, e (4, rispettivamente i
baricentri delle aste AB'e CD.

1. Determinare le configurazioni di equilibrio del sistema S, analizzando la
stabilitd delle suddette configurazioni.

2. Determinare le equazioni di moto e gli eventuall integrali primi.

3. Studiare i moti linearizzati attorno alla configurazione di equilibrio nella
quale le due aste occupano le posizioni pid basse.

4. Determinare se esistono moti in cui le aste si mantengono parallele in ogni
istante fra loro e, in caso affermativo, dare le condizioni iniziali per cut si
verificano tali moti. -
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Universita degli studi di Catania
Corso di laurea in Matematica
Compito di Fisica Matematica

Appello del 11.12.2015

Sia dato un sistema materiale S, costituito da un cilindro omogeneo di raggio
R/2 altezza h e massa m. L’asse del cilindro é vincolato a scorrere senza attrito,
lungo Vasse 7 di un sistema di riferimento ortonormale {0, X,Y, 7}, tramite
due cerniere cilindriche poste nei punti A e C rispettivamente in corrispondenza
- dei centri delle basi superiore ed inferiore del cilindro. Supposto che oltre alla

forza peso sul sistema agiscano le forze elastiche
(Fi=-29(4-0), 4}, {F:=—V3y(B-A"), B}, {F=-1(B~D), B},

dove ~ é una costante positiva, B é un punto posto sul bordo della base superiore
del cilindro, A* é la proiezione ortogonale di A su una retta verticale passante
per l'asse X e distante R da %, D é un punto sull’asse ¥ > 0 a distanza 3R
dall’origine Q. Dati le coordinate Lagrangiani [ = OAd e p = A*AB

1. Determinare le configurazioni di equilibrio del sistema S, studiando la
stabilitd delle suddette configurazioni.

2. Determinare le equazioni di moto e gli eventuali integrali primi.

3. Studiare i moti linearizzati attorne alle configurazioni di equilibrio.
24 ,
e, ¢}
"
h\“? &

]

YT RS
(C

F'd

"\
\

.
=320 T L
1
1

~

Vi
\




s

Universita degli studi di Catania
Corso di laurea in Fisica
Meccanica Analitica
"Appello del 03.10.2014

Un sistema materiale piano S, mobile su un piano verticale 11, é costituito
da un disco omogeneo T di centro C, raggio R e massa m e da un’asta omoge-
nea AB di hmghezza 4 I e massa m, con l'estremo A inernierato al centro del
disco. Tutti i precedenti vincoli sono realizzati senza attrito; inoltre il disco I'é
vincolato a rotolare senza strisciare su una guida orizzontale r di II rimanendo
superiormente ad essa. Sul sistema S, oltre alle forze peso agiscono le forze

{_%2(0— o), c} , {—%(M ~ MY, M} ,

essendo M il punto medio di AB, C* ed M* le proiezioni ortogonali di Ced M
su una retta verticale s di II, e g il modulo dell’accelerazione di gravita.
Supposto che il piano II sia posto in rotazione uniforme attorno alla verticale s
con velocitd angolare w = /ag/L con 0 < o < 1 si chiede, relativamente a II,
di: '

1. determinare le configurazioni di equilibrio del sisterma al variare di o,

studiandone la stabilitd per 0 < a < 1;

2. determinare le equazioni di moto e gli eventuali infegrali primi (distin-
gnendo il caso o < 1 dal caso o = 1);

3. studiare i moti lineatizzali attorno alla evidente configurazione di equi-
librio in cui Pasta AB é sovrapposta alla retta s con B al di sotto di
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Universita degli studi di Catania
Corso di laurea in Fisica
Meccanica Analitica
Appello del 12.09.2014

Un sistema materiale, costituito da due punti P e @ di uguale massa m,
é mobile su un piano verticale II. Tl punto @ é vincolato a muoversi su una
circonferenza I' di II di centro O e raggio R, mentre P é vincolato a muoversi
sulla retta orizzontale r, tangente superiormente a I
Tnoltre IT é in rotazione uniforme con velocitd angolare w attorno alla verticale,
appartenente a II, passante per il centro O di T,
Supposto che tutti i vincoli siano realizzati senza attrito e che sui punti P e ¢},
oltre alle forze peso, agiscano le forze

myg _Mmyep _Mm9in
[-Zw-onp}, {Tr-o.p), {-H@-PLe),
essendo g 'accelerazione di gravité, e, posto u?é ag/Reona>0eda# 14+v2,
81 chiede di:

1. determinare le configurazioni di equilibrio relativo a II studiandone la
stabilit4 al variare di o;

2. determinare le equazioni del moto relativo e gli eventuali integrali primi;

3. studiare i moti linearizzati attorno ad una configurazione di equilibrio, che
4 stabile per opportuni valori di «, e confrontare la stabilit lineare di tale
configurazione con quella non lineare, al variare del parametro .
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Universita degli studi di Catania
Corso di laurea in Fisica
Meccanica Analitica
Appello del 18.07.2014

Un sistema materiale, mobile su un piano verticale II, ¢ costituito da un
disco omogeneo T' di centro C, raggio R ¢ massa M = 2m ¢ da un bullone (da
considerarsi puntiforme) di massa m, saldato in un punto P di I' (si indichi con
d la distanza PC, con 0 < d < R). 1l centro ¢ di I é vincolato a scorrere senza.
attrito su una retta orizzoutale 7 di F. e

Sul sistema, oltre alle forze peso, agiscono le élue forze . ¥
{Fo=—-k(P-P?), P} {F=-h(BLB), B}{ con k>0, h>0,

essendo P* la proiezione ortogonale di P su uha tetta verticale s di I, B Vin-
tersezione del raggio di ' contenente P con il bordo di I' (un punto fissato del
borde di T nel case d = 0), B* la proiezione ortogonale di B su una guida
orizzontale ¢ di I1, posta superiormente ad r e distante L da essa. Supponendo
che i vincoli siano lisci, si chiede di

1. determinare A in modo che esistano configurazioni di equilibrio nelle quali
B sta sulla retta r.
Nella ipotesi di cui al punto 1, si chiede poi di:

2. determinare le configurazioni di equilibrio del sistema, distinguendo i casi
d > 0 e d=0, studiando in particolare la stabilitd nel casc d > 0

3. determinare le equazioni di moto e gli eventuali integrali primi (distin-
guendo i casi d > 0 e d = 0);

4. nel caso d > 0, studiare 1 moti linearizzati attorno ad una configurazione
di equilibrio in cui P sta su r;

5. nel caso d = 0, studiare il moto del sistema. _vr
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Universita degli studi di Catania
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Meccanica- Analitica
Appello del 27.06.2014

Un sistema materiale é costituito da un disco omogeneo I di massa M centro
G e raggio T e da una circonferenza omogenea 7 di centro C e raggio R =1+ 4
avente la stessa massa M. 1l sistema ¢ vincolato a stare su un piano verticale
II liscio, nel quale si é introdotto un sistema di riferimento ortogonale {o,z,y}
con 1'asse y verticale ascendente, ed é soggetto-al seguentl vincoli: un diametro
MN di v scorre senza attrito sull’asse delle Ty mentte I'rbtola internamente su
v, senza strisciare. o
Sui sistema, oltre alla forza peso Mg aglsconer e ulteflon forze

{.1=—~4_ME(G—G,G} 7 {F szg(HﬁH),H}

essendo G la proiezione ortogonale di G sull’asse y, H il punto della circonferenza
~ di massima quota, mentre H é la proiezione ortogonale di H sull'asse y. Inolttre
il piano II & posto in rotazione uniforme atborno all'asse y con velocitd angolare .
w = \/ag/d essendo o una costante reale con la condizione che 2 < o < 3 ed

a # 4 — /2. Si chiede di:

L. Determinare le configurazioni di equilibrio del sistema, studiando in par-
ticolars la stabilitd della evidente configurazione di equilibrio S, in cui
e G hanno coordinate rispettivamente C' = (0,0) e G = (0, —d).

2. Determinare le equazioni di moto e gli eventuali integrali primi.

3. Studiare i moti linearizzati attorno alla configurazione di equilibrio S
confrontando i risuliati ottenuti eon la stabilits di 53
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Universith degli studi di Catania
Corso di laurea in Fisica
Meccanica Analitica
Appello del 11.06,2014

Ut sistema materiale, posto su un piano verticale I, é costituito da un disco
omogeneo 7y di massa M e raggio R e da un'asta omogenea AB di massa2M e
lunghezza +/3 R. Il sistema, é soggetto al seguenti vincoli: -y & vincolata a rotolare
senza strisciare all'interno di una circonferenza, fissa I' di raggio 2R; P'asta AB
ha i suoi estremi A ¢ B vincolati a scorrere senza attrite sul bordo di y.

Nell'ipotesi in eui, oltre alla forza peso, agisca la forza F = —k(C' — C¥)
applicata nel centro C' di 7y, dove C* é la proiezione ortogonale di C sulla refta
fissa verticale passante per il centro O di I e supponendo che & > 0 con % #1,
st chiede di: '

1. Determinare le configurazioni di equilibrio del sistema, indagando 1a sta-
bilit4d delle suddette configurazioni.

9. Determinare le equazioni di moto e gli eventuali integrali primi.

3. Studiare i moti linearizzati attorno alla configurazione di equilibrio nella |
quals il sistema oceupa la posizione pid bassa consentita dai vincoli,
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Universitd degli studi di Catania
Corso di laurda in Fisica
Meccanica Analitica
Appello del 19.05.2014

Un sistermna materiale, mobile in un piano verticale 3, é costituito da un’asta
omogenea di massa m e lunghezza L, avente un suo estremo A incerniato nel
centro di un disco omogeneo di massa M e raggio R, il quale é vincolato a
rotolare senza strisciare su una guida orizzontale. Oltre alla forza peso agente
sul sistema, sul punto A agisce una forza elastica F' = —k(A — A) dove A é la
proiezione ortogonale di A su una retta fissa verticale.
5t chiede di:

1. Determinare le configurazioni di equilibrio del sistema, indagando la sta-
bilita delle suddette configurazioni.

2. Determinare le equazioni di moto e gli eventuali integrali primi.

3. Studiare i moti linearizzati attorno alle configurazioni di equilibrio del
sistema.

4. Nell'ipotesi in ¢ui & = 0 pronunziarsi sull’esistenza di altel integrali primi.
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Universita degli studi di Catania
Corso di laurea in Fisica
Meccanica Analitica

Appello del 03.03.2014

Un sistema materiale, mobile in un piano verticale &, é costituito da due aste
omogenee PQ e QR, aventi la stessa massa m e 1a stessa lunghezza 2L, incerniate
nel punto Q. Introdotto un sistema di riferimento cartesiano ortogonale levogiro
{0,z,y, 2}, avente il piano z = 0 sovrapposto al plano T ¢ 'asse delle y verticale
ascendente, si assuma che il punto medic A di PQ sia vincolato a muoversi
sull’asse delle x, mentre Vestremo R di QR sia vincolato a muoversi sull’asse
delle ¥ e che tutti i vincoli siano realizzail senza attrito. Supposto che sul
sistema, oltre alle forze peso, agisca la forza elastica

(F=-k(Q-0), Q)

essendo k = 3% con & > 1, g il modulo della accelerazione di gravitd, e Qla
proiezione ortogonale di ¢ sull’asse delle y. Si chiede di:

1. Determinare le configurazioni di equilibrio del sistema, indagando la sta-
bilit4 delle suddette configurazioni.

2. Determinare le equazioni di moto e gli eventuali integrali primi.

3. Studiare i moti linearizzati attorno alla configurazione di equilibrio nella
quale le due aste siano verticali e @ il punto pi basso del sistema
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' Universita degli studi di Catania
: Corso di laurea in Fisica
Meccanica Analitica
Appello del 20.11,2013

Sia dato un sisterma materiale S mobile, costituito da una circonferenza omo-
genea v di massa m € raggio 7, vincolata a muoversi su un piano verticale II,
mantenendo fisso un sno punto O, e da un punto materiale P di ugnale massa
vincolato a muoversi st . Supposto che oltre alla forza peso sul sistema agiscano
le forze elastiche '

{n=-T2r-4), P} {R=-22(¢-B), ¢},

essendo G iljcentro di -y, con A e B due punti nella verticale pér O rispettiva-
mente al di sopra ed al di sotto di O e a distanza 2R da esso. Supponendo che

i vincoli siano lisci !
Si chiede di:
1. Determinare le configurazioni di equilibrio del sistema‘{S, indagando la
stabilit4 delle suddette donfigurazioni,
2. Determinare le equazioni di moto e gli eventuali integrali primi.

3. Studiare i moti in prima approssimazione attorno alla evidente configura-
zione di equilibrio in cui G occupa la posizione pit bassa consentita dai
vincoli e P coincida con B.
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' - Universita degli studi di Catania
Corso di laurea in ingegneria civile ed ambientale
II Prova in itinere di Meccanica Razionale

del 13/06/2013

Dato un sistema materiale 8, posto in un piano verticale T, costituito da un
disco omogeneo + di centro C, massa M, raggio R = /21 con un buco circolare
concentrico di raggio R/2 e da un’asta omogenea AB di lunghezza 21 avente la
stessa massa M. II disco v é vincolato a rotolare senza strisciare su una guida
orizzontale # di II, mentre gli estremi A e B dell’asta sono vincolati a scorrere

sul borde di . Sul sistema oltre alla forza peso, agisce la forza
i

: {F=-KG-T), G}

essendo & > 0, @ il baricentro di AB e G la sua proiezione ortogonale su una
retta verticale s di I1.
Supponendo i vincoli lisci si chiede di determinare:

1.. Le configurazioni di equilibrio del sistema S, indagando la stabilitd delle
suddétte configurazioni.

2. Le eqi;azioni di moto e gli eventuali integrali primi. Inoltre nell’ipotesi in
cui k = 0 pronunziarsi sull’esistenza di altri integrali primi.

3. Studiare i piccoli moti attorno ad una configurazione di equilibric stabile.

A<y 4
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Dato un;sistema materiale 3 mobile in un piano verticale Il nel quale, intro-
- dotto un sistema di riferimento cartesiano ortogonale {0, X, Y} con I'asse delle
Y verticald discendente, si trova una guida rettilinea r di equazione y = R, es-
sendo R ung fissata lunghezza. 1l sistema S é costituito da un disco omogeneo 4,
di centro C, raggio R e massa M e da un’asta omogenea di massa M e lunghezza
2L, il cui estremo é incernierato in O e il cui secondo estremo indicheremo con
A, Tutti i precedenti vincoli sono realizzati senza attrito, inoltre il disco v 8
vincolato a rotolare senza strisciave sulla guida r, in modo che il suo centro ha
ordinata, nel riferimento introdotto, costantemente nulla.

Sul sistema oltre alle forse peso, agiscono le due forze

‘

(Fe—k(A-C), 4} e {F=-k(C—-4), C}

essendo & una opportuna costante positiva. Posto per semplicitd mg = 4akl
essendo & un numero reale positivo con « # 1, si chiede di determinare:

1. Le configurazioni di equilibrio del sistema S, indagando la stabilita delle
suddette configuraszioni al variare di a.

2. Le-equagzioni di moto e gli eventuali integrali primi.

3. Studiare i moti linearizzati attorno alla configurazione di equilibrio di S in
cui il punto A occupa la configurazione pifl bassa consentita dai vincoli.

bV

1= R




